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Esercizio 1: 

Si consideri il campo vettoriale 

𝐹(𝑥, 𝑦) = (
2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2
+ 𝑦,

2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
+ 2𝑎𝑥 + 𝑦3) 

a) Determinare il dominio di F, per ogni 𝑎 ∈ 𝑅. 
b) Determinare i valori di 𝑎 ∈ 𝑅 per i quali il rotore di F risulta nullo. 

c) Verificare che per i valori di a trovati nel punto precedente F è esatto nell’insieme 

𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2: 𝑥 > 0} 

e calcolarne una funzione potenziale. 

d) Calcolare ∫ 𝐹
𝜑

 dove φ è la circonferenza di centro (0, 0) e raggio 1. 

Svolgimento: 

a) F è definita nell’insieme 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2: 𝑥 ≠ 0, 𝑦 ≠ 0}. 

b) Il rotore di F è dato da: 

𝑟𝑜𝑡(𝐹) =
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑦
 

Sostituendo i dati si ottiene: 

𝑟𝑜𝑡(𝐹) =
𝜕 (

2𝑦
(𝑥2 + 𝑦2)2 + 2𝑎𝑥 + 𝑦3)

𝜕𝑥
−

𝜕 (
2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2 + 𝑦)

𝜕𝑦
= 

 

=
−2(𝑥2 + 𝑦2) ∗ 2𝑥 ∗ 2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)4
+ 2𝑎 − (

−2(𝑥2 + 𝑦2) ∗ 2𝑦 ∗ 2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)4
+ 1) = 

 

=
−8𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)3
+ 2𝑎 +

8𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)3
− 1 = 2𝑎 − 1 

 

𝑟𝑜𝑡(𝐹) = 0   →    2𝑎 − 1 = 0   →    𝑎 =
1

2
 

c) Per 𝑎 =
1

2
 si trova: 

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑦
=

−8𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)3
+ 1 

 
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
=

−8𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)3
+ 1 

Poiché 
𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑦
=

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
 nell’insieme A F è esatto in tale insieme. 

Troviamo una funzione potenziale. La funzione potenziale è una funzione P(x, y) tale che: 

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 𝐹𝑥   𝑒   

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 𝐹𝑦 
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Per 𝑎 =
1

2
 si ha: 

𝐹(𝑥, 𝑦) = (
2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2
+ 𝑦,

2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
+ 𝑥 + 𝑦3) 

Trovo una funzione potenziale: 

∫ 𝐹𝑥𝑑𝑥 = ∫ (
2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2
+ 𝑦) 𝑑𝑥 = ∫

2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2
𝑑𝑥 + ∫ 𝑦𝑑𝑥 = 

Integro il primo addendo per sostituzione: 

𝑡 = 𝑥2 + 𝑦2    →    𝑑𝑡 = 2𝑥𝑑𝑥 
 

= ∫
𝑑𝑡

𝑡2
+ 𝑦𝑥 + 𝑘 = −

1

𝑡
+ 𝑥𝑦 + 𝑘 = −

1

𝑥2 + 𝑦2
+ 𝑥𝑦 + 𝑘 

Con k costante arbitraria. 

∫ 𝐹𝑦𝑑𝑥 = ∫ (
2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
+ 𝑥 + 𝑦3) 𝑑𝑦 = ∫

2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
𝑑𝑦 + ∫ 𝑥𝑑𝑥 + ∫ 𝑦3𝑑𝑦 = 

Integro il primo addendo per sostituzione: 

𝑡 = 𝑥2 + 𝑦2    →    𝑑𝑡 = 2𝑦𝑑𝑦 

 

= ∫
𝑑𝑡

𝑡2
+ 𝑥𝑦 +

𝑦4

4
+ 𝑘 = −

1

𝑡
+ 𝑥𝑦 +

𝑦4

4
+ 𝑘 = −

1

𝑥2 + 𝑦2
+ 𝑥𝑦 +

𝑦4

4
+ 𝑘 

Con k costante arbitraria. 

Funzione potenziale: 

𝑃(𝑥, 𝑦) = −
1

𝑥2 + 𝑦2
+ 𝑥𝑦 +

𝑦4

4
+ 𝑘 

d) L’integrale richiesto è dato da: 

∫ 𝐹 = ∫ 𝑟𝑜𝑡(𝐹)𝑑
𝜑𝜑

𝑙 = ∫ ∫ (2𝑎 − 1)
𝑥2+𝑦2=1

𝑑𝑥𝑑𝑦 

Ricordo che la circonferenza di centro l’origine e raggio 1 è rappresentata dall’espressione: 

𝑥2 + 𝑦2 = 1 

Uso le coordinate polari: 

{
𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃

 

Jacobiano: 

||

𝜕𝑥

𝜕𝜌

𝜕𝑥

𝜕𝜃
𝜕𝑦

𝜕𝜌

𝜕𝑦

𝜕𝜃

|| = |
𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃

| = 𝜌𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝜌𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝜌 
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Estremi di integrazione: 

0 ≤ 𝜌 ≤ 1   0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 
 

∫ ∫ (2𝑎 − 1)
𝑥2+𝑦2=1

𝑑𝑥𝑑𝑦 = (2𝑎 − 1) ∫ ∫ 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜃 =
2𝜋

0

1

0

 

= (2𝑎 − 1) ∫ 𝜌𝜃 |
2𝜋

0

1

0

𝑑𝜌 = (2𝑎 − 1) ∫ 2𝜋𝜌𝑑𝜌 = 2𝜋(2𝑎 − 1)
𝜌2

2

1

0

|
1

0
= 

 

= 2𝜋(2𝑎 − 1)
1

2
= (2𝑎 − 1)𝜋 
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