Esercizio l

Trovare l'integrale generale della seguente equazehfferenziale:
y"" +5y" —y' —5y = e™>* + 5x2 — 10

Svolgimento

Per prima cosa troviamo l'integrale generale dgll&zione omogenea associata.
L’equazione caratteristica e la seguente:

P(z) =2z3+522—-2z-5=0
Questa equazione ha come soluzione z=1. Divida{er

z34+5z2—2z—-5|z—1

—z3 4+ 72 z% + 6z+5
622
—62z% + 62
5z
—5z+4+5
0

P(z2)=(z-1)(z?+62z+5)=0
Trovo le altre soluzioni:

Z,=-3+32-5=-3+V9-5=-3+V4=-342
Zl = _1 Zz = _5
L’equazione caratteristica ha tre soluzioni realisinte:
Z1 = 1; Zy = _1; Z3 = _5
A guesto punto posso scrivere I'integrale genedaléequazione omogenea associata:
y(x) = cie* + ce™ + c3x ™5
Il termine noto dell’equazione differenziale e tarsma di due funzioni:
flx) =e™5* g(x) =5x%—-10

Consideriamo l'integrale particolare associato all&ionef (x): poiché -5 e una radice
dell'’equazione caratteristica ed ha molteplicitantegrale particolare e del tipo:

5 —5x

y = kxe

con k costante da determinare. Derivando si ottiene
y' = ke 5% — 5kxe™>* = e7>*(k — 5kx)
y'" = —5ke™>* — 5ke™5* + 25kxe™>* = —10ke™>* + 25kxe~>* = e~5*(25kx — 10k)
y'"" = 50ke™5* — 125kxe™5* + 25ke™>* = 75ke™>* — 125kxe™5* = e~>*(75k — 125kx)
Sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene
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e >*(75k — 125kx) + 5e7°*(25kx — 10k) — e >*(k — 5kx) — Skxe > = ¢™>*
Divido ambo i membri pee~>* ed eseguo i calcoli:

75k — 125kx + 125kx — 50k — k + 5kx — S5kx =1

1
24k =1 k=—
- 24
L’integrale particolare associato alla funzigfier) & dato da:
1
y = ﬁxe‘sx

Consideriamo adesso l'integrale particolare assmeibia funzioneg(x) = 5x2 — 10. Il polinomio
caratteristico non ha come radice z=0 quindi Ignéde particolare sara un polinomio generico di
secondo grado (lo stesso grado della funziphe).

:)_/ = kzxz +k1x+k0

Derivando si ottiene:

)_/’ = Zkzx + kl
y' =2k,
:)—/III =0

Sostituendo nell’equazione differenziale si ha:
10k, — (2kyx + ky) — 5(kpx? + kyx + kg) = 5x2 — 10
10k, — 2k,x — k; — 5k,x% — 5k x — 5kq = 5x? — 10
—5k,x% — (2k, + 5ky)x + 10k, — k; — 5k = 5x% — 10

Uguagliando i coefficienti si ricava:

5k, =5 ky = —1 2 ko =—>¢
2k, + 5k, = 0 N —2 45k, =0 N =z 2
10k2_k1_5k0 = _10 _10_k1_5k0 = _10 2 _ 1 _g
L’integrale particolare associato alla funzigner) € dato da:
242 2
T

L'integrale generale dell'equazione differenzialeogpsta € dato dalla somma dell'integrale
generale associato all’equazione omogenea e denthgrali particolari calcolati. Quindi:
2 2
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y(x) = cie* + e +c3x T + S xe x* + TX ¢



