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Esercizio 42: 

Determinare per quali valori di 𝛼 ∈ ℝ esiste finito: 

∫
|cos((2 − 𝑎)𝑥) + 3|

3𝛼𝑥 + 1
𝑑𝑥

+∞

1

 

E calcolare l’integrale α=2. 

Svolgimento: 

È un integrale improprio di prima specie. La funzione integranda non presenta problemi 

nell’intervallo di integrazione. Verifichiamo la condizione necessaria (ma non sufficiente) per la 

convergenza. Si vede subito che: 

lim
𝑥→+∞

|cos((2 − 𝑎)𝑥) + 3|

3𝛼𝑥 + 1
= 0 

Infatti a numeratore abbiamo una funzione limitata. Dato che la condizione necessaria è soddisfatta 

l’integrale in esame potrebbe convergere. 

Consideriamo il numeratore: 

|cos((2 − 𝑎)𝑥) + 3| < 4 

quindi: 

∫
|cos((2 − 𝑎)𝑥) + 3|

3𝛼𝑥 + 1
𝑑𝑥 < ∫

4

3𝛼𝑥 + 1
𝑑𝑥

+∞

1

+∞

1

= 

Inoltre: 

3𝛼𝑥 + 1~3𝛼𝑥    𝑝𝑒𝑟 𝑥 → +∞ 

Per il criterio del confronto l’integrale proposto converge se converge l’integrale: 

= ∫
4

3𝛼𝑥

+∞

1

𝑑𝑥 = 4 ∫
1

𝑒𝛼𝑥 ln 3
𝑑𝑥

+∞

1

 

Che converge per 𝛼 > 0. 

Concludiamo che l’integrale proposto converge per 𝛼 > 0. 

Calcoliamo l’integrale per α=2: 

∫
|cos((2 − 2)𝑥) + 3|

32𝑥 + 1
𝑑𝑥 = ∫

4

32𝑥 + 1
𝑑𝑥

+∞

1

+∞

1

 

Calcoliamo prima: 

∫
4

32𝑥 + 1
𝑑𝑥 =

𝑧

1

4 ∫
1

32𝑥 + 1

𝑧

1

𝑑𝑥 = 4 ∫
1 + 32𝑥 − 32𝑥

32𝑥 + 1
𝑑𝑥 =

𝑧

1

 

 

= 4 [∫ 𝑑𝑥 − ∫
32𝑥

32𝑥 + 1

𝑧

1

𝑑𝑥
𝑧

1

] = 4 [𝑧 − 1 − ∫
32𝑥

32𝑥 + 1

𝑧

1

𝑑𝑥] = 

Calcoliamo il secondo integrale per sostituzione: 

𝑡 = 32𝑥 + 1      →      𝑑𝑡 = 2 ∙ ln 3 ∙ 32𝑥𝑑𝑥     →     32𝑥𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

2 ∙ ln 3
 

 

𝑠𝑒 𝑥 = 1  𝑡 = 10;     𝑠𝑒  𝑥 = 𝑧   𝑡 = 32𝑧 + 1 
 



2 

= 4 [𝑧 − 1 −
1

2
∫

1

ln 3 ∙ 𝑡

32𝑧+1

10

𝑑𝑡] = 4 [𝑧 − 1 −
1

2
(log3 𝑡) |

32𝑧 + 1

10

] = 

 

= 4 {𝑧 − 1 −
1

2
[log3(32𝑧 + 1) − log3 10]} 

Adesso calcoliamo il limite: 

lim
𝑧→+∞

4 {𝑧 − 1 −
1

2
[log3(32𝑧 + 1) − log3 10]} = 

Dato che 32𝑧 + 1 → 32𝑧  𝑝𝑒𝑟   𝑧 → +∞ possiamo scrivere: 

= 4 ∙ lim
𝑧→+∞

{𝑧 − 1 −
1

2
[log3(32𝑧) − log3 10]} = 

 

= 4 ∙ lim
𝑧→+∞

(𝑧 − 1 −
1

2
∙ 2𝑧 +

1

2
log3 10) = 4 ∙ lim

𝑧→+∞
(𝑧 − 1 − 𝑧 +

1

2
log3 10) 

 

= 4 (
1

2
log3 10 − 1) 
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