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Quesito 9 

Data la funzione: 

𝑓(𝑥) = {
𝑥3                          𝑠𝑒 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

𝑥2 − 𝑘𝑥 + 𝑘       𝑠𝑒 1 ≤ 𝑥 ≤ 2

 

Determinare il parametro k in modo che nell’intervallo [0, 2] sia applicabile il teorema di Lagrange 

e trovare il punto di cui la tesi assicura l’esistenza. 

Svolgimento 

Scriviamo il teorema di Lagrange: 

Sia 𝑓: [𝑎, 𝑏]  →   𝑅 continua in [a, b] e derivabile in (a, b). 

Allora esiste almeno un punto x0 tale che: 

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝑥0)(𝑏 − 𝑎) 

Affinché sia applicabile il teorema f(x) deve essere continua nell’intervallo [0, 2] e derivabile 

nell’intervallo (0, 2). 

La funzione è sicuramente continua per 𝑥 ≠ 1. Vediamo se lo è anche per x=1. Una funzione si dice 

continua in un punto se esistono finiti i limiti destro e sinistro in quel punto e sono coincidenti. 

Troviamo i limiti destro e sinistro per x=1: 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1

𝑥3 = 1 

 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1

𝑥2 − 𝑘𝑥 + 𝑘 = 1 

La funzione è continua nell’intervallo [0, 2] ∀ 𝑘 ∈ 𝑅. 

Vediamo ora se esiste k tale che f(x) sia derivabile nell’intervallo (0, 2). Il punto critico è x=1. La 

funzione è derivabile per x=1 se esistono finiti i limiti destro e sinistro del rapporto incrementale in 

x=1 e se i limiti sono coincidenti. 

Calcoliamoli: 

lim
ℎ→0−

𝑓(1 + ℎ) − 𝑓(1)

ℎ
= lim

ℎ→0−

(1 + ℎ)3 − 13

ℎ
= lim

ℎ→0−

1 + 3ℎ + 3ℎ2 + ℎ3 − 1

ℎ
= 

 

= lim
ℎ→0−

3 + 3ℎ + ℎ2 = 3 

 

lim
ℎ→0+

𝑓(1 + ℎ) − 𝑓(1)

ℎ
= lim

ℎ→0+

(1 + ℎ)2 − 𝑘(1 + ℎ) + 𝑘 − (12 − 𝑘 ∙ 1 + 𝑘)

ℎ
= 

 

= lim
ℎ→0+

1 + 2ℎ + ℎ2 − 𝑘 − 𝑘ℎ + 𝑘 − 1 + 𝑘 − 𝑘

ℎ
= lim

ℎ→0+
2 + ℎ − 𝑘 = 2 − 𝑘 

I due limiti coincidono se: 

3 = 2 − 𝑘    →      𝑘 = −1 

Alla funzione data è applicabile il teorema di Lagrange se 𝑘 = −1. 

Quindi: 

𝑓(𝑥) = {
𝑥3                     𝑠𝑒 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

𝑥2 + 𝑥 − 1      𝑠𝑒 1 ≤ 𝑥 ≤ 2
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Determiniamo ora il punto x0 di cui la tesi del teorema assicura l’esistenza. Si ha: 

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

(𝑏 − 𝑎)
= 𝑓′(𝑥0) 

 

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

(𝑏 − 𝑎)
=

𝑓(2) − 𝑓(0)

(2 − 0)
=

4 + 2 − 1 − 0

2
=

5

2
 

Consideriamo l’intervallo (0, 1): 

𝑓′(𝑥0) = 3𝑥0
2 =

5

2
     →        𝑥0

2 =
5

6
       →      𝑥0 = ±√

5

6
 

In (0, 1) esiste il punto 𝑥0 = √
5

6
 

Consideriamo l’intervallo (1, 2): 

𝑓′(𝑥0) = 2𝑥0 + 1 =
5

2
     →     𝑥0 =

3

4
 

Il punto trovato non appartiene all’intervallo considerato. 

Esiste solo un punto che soddisfa il teorema di Lagrange: 

𝑥0 = √
5

6
 

Questo file può essere scaricato gratuitamente. Se pubblicato citare la fonte. 

Matilde Consales 


