Esercizio 3

Studiare I’andamento della funzione algebrica razionale:

_x?—4x+2
y= Xz
Svolgimento
Passo 1. Il Campo di esistenza.
Deve essere:
x2#0

C.E.= {xeR: x # 0}

Passo 2. Il segno.
Poniamo:
x?—4x+2
y=——" >

x? -
Il numeratore e sempre positivo. Per trovare il segno del denominatore risolviamo la disequazione:
x2—4x+220
x2—4x+2=0
X1, =2%xV4—-2=2%2
La funzione data é positiva per:

x<2—\/§, x>2+4+42

Passo 3. L’intersezione con gli assi.

ASSe X:
Risolviamo il sistema:
2_4 2 2_4 2
Jy=# J#:o X2 —4x+2=0
X N X N
=0
k y=0 k y=0 Y
x1:2—\/§ x2=2—\/§
ﬁ
y1=0 y2=0

La funzione interseca 1’asse delle ascisse nei punti:

A=(2-+20) B=(2++20)



Asse y:
Risolviamo il sistema:

x% —4x + 2
y= 2
x=0

1l sistema non ha soluzione. La funzione non interseca 1’asse delle ordinate.

Possiamo riportare i punti di intersezione ed il segno sul sistema di assi cartesiani.

Passo 4. Gli asintoti: i limiti.
Asintoti orizzontali:

o x?—4x+2

lim > =
X—>—00 X

o x?—4x+2

lim > =
X—>+00 X

La retta di equazione y=1 e asintoto orizzontale.
Asintoti verticali:

o x?—4x+2
lim —— =1
x—0" X

2
o xc—4x+2
lim —— =1
x—0%t X

L’asse delle ordinate & asintoto verticale.



Asintoti obliqui:
o o x?—4x+2
m= lim — = lim ————=0
X—>+oc X X—>+00 X
Non esiste 1’asintoto obliquo.
Passo 5. Intersezione con gli asintoti.

Risolviamo Il sistema:

_x2—4x+2 Jc2—4x+2_1 xz—4x+2—x2_0
{y_ x2 . J x2 - . { x2 -

k y=1 k y=1 k y=1
1
N 2
y=1 y=1

La funzione interseca 1’asintoto orizzontale nel punto:

c= (1 1)
=3
Passo 6. Crescenza e decrescenza: la derivata prima.

(2x —4)x? = 2x(x? —4x+2) 2x(x® —2x—x*+4x—2)

f'(x) = o pr
4(x — 1)
T
Il segno della derivata prima:
4(x—1
% > O
X
Il numeratore ¢ positivo se x>1
Il denominatore é positivo se x>0
4 3 2 1 2 5 4 5
+ +



La funzione &

e crescente per x<0;
e decrescente per 0<x<1
e crescente per x>1

1—4+2
Il punto:
P=(1,-1)

E un minimo assoluto.

Passo 7. Concavita e convessita: la derivata seconda.

4x3 —4-3x%(x—1) 4x*(x—3x+3) 4(3-2x)
x© - x© - x*

y:

Studiamo il segno della derivata seconda:

. N . 3
il numeratore e positivo se x < e
Il denominatore & sempre positivo.

Quindi:
3 . N
* perx<: la funzione é convessa;
3 . N
e perx> 3 la funzione & concava.

. . 3
La derivata seconda si annulla per x = >

9 3 9-24+48
(3)_1—47”_—4 7
\z)= 9 B 9 49 9
4 4
Il punto:
F—(3 7>
2’ 9

e un punto di flesso.
Passo 8. Studio del punto di flesso: la derivata terza.

., —8x*—16x3(3—2x) —8x—48+432x 24x—48 g 2
y = = = =

x8 x5 x5 x5

3
m(3)_247—2__36—2
/ 2] 243 T 243 243 243

32 32

La derivata terza e positiva nel punto in cui si annulla la derivata seconda quindi il flesso é
ascendente.



Passo 8. La tangente nel punto di flesso.
La retta tangente nel punto di flesso ha equazione:

y=f"(x0)(x —x0) +yo

Dove:
sz_
3y 4G-1) 43 8 16
r(3)= 32 T
z)

Retta tangente nel punto di flesso:

_16( 3> 7 16 8 7 16 15 16 5
Y=o7\*T2) T 9T 27 7979727 T 9 T 277 73
_ 16 5
Y=27%73
A questo punto possiamo disegnare il grafico.
5 { e
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